
Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivación 1

REFLEXIONA Y RESUELVE

Tangentes a una curva

■ Halla, mirando la gráfica y las rectas trazadas,  f' (3),  f' (9)  y  f' (14).

f ' (3) = 0;  f' (9) = ;  f' (14) = 1

■ Di otros tres puntos en los que la derivada es positiva.

La derivada también es positiva en  x = – 4, x = –2, x = 0…

■ Di otro punto en el que la derivada es cero.

La derivada también es cero en  x = 11.

■ Di otros dos puntos en los que la derivada es negativa.

La derivada también es negativa en  x = 4, x = 5…

■ Di un intervalo  [a, b ]  en el que se cumpla que  “si  x é [a, b ],  entonces  
f' (x) > 0”.

Por ejemplo, en el intervalo [–5, 2] se cumple que, si  x é [–5, 2],  entonces  f ' (x) > 0.
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Función derivada

■ Continúa escribiendo las razones por las cuales  g (x)  es una función cuyo com-
portamiento responde al de la derivada de  f (x).

• En el intervalo  (a, b),  f (x)
es decreciente. Por tanto, su
derivada es negativa. Es lo
que le pasa a  g (x)  en  (a, b).

• La derivada de  f en  b es 0:
f' (b) = 0.  Y también es
g(b) = 0.

• En general:

g (x) = f' (x) = 0  donde  f (x)
tiene tangente horizontal.

g (x) = f' (x) > 0  donde  f (x)
es creciente.

g (x) = f' (x) < 0  donde  f (x)
es decreciente.

■ Las tres gráficas de abajo, A, B y C, son las funciones derivadas de las gráficas
de arriba, 1, 2 y 3, pero en otro orden.

Explica razonadamente cuál es la de cada una.

1) B

2) A

3) C

La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal,
es positiva donde la función es
creciente, y es negativa donde
la función decrece.
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y = f (x)

y = g(x) = f '(x)
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1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a) f (x) = b) f (x) = 

c) f (x) = ln d) f (x) = 

e) f (x) = f ) f (x) = ln

g) f (x) = h) f (x) = log (sen x · cos x)2

i ) f (x) = sen2 x + cos2 x + x j ) f (x) = sen · cos

k) f (x) = arc sen l) f (x) = sen (3x5– 2 + )

m) f (x) = n) f (x) = cos2

a) f' (x) = = = 

b) Utilizamos el resultado obtenido en a):

f' (x) = · = 

c) Utilizamos el resultado obtenido en a):

f' (x) = · = = 

De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

f (x) = ln (1 – x) – ln (1 + x).  Derivamos:

f' (x) = – = = 

d) f' (x) = =

= = 

De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):

f' (x) = · D [tg x] = · (1 + tg2 x) = – 2(1 + tg2 x)
(1 + tg x)2

–2
(1 + tg x)2

–2
(1 + tg x)2

– 2(1 + tg2 x)
(1 + tg x)2

(1 + tg2 x)[–1 – tg x – 1 + tg x]
(1 + tg x)2

– (1 + tg2 x)(1 + tg x) – (1 – tg x) · (1 + tg2 x)
(1 + tg x)2

–2
1 – x2

–1 – x – 1 + x
1 – x2

1
1 + x

–1
1 – x

–2
1 – x2

–2(1 + x)
(1 – x)(1 + x)2

–2
(1 + x)2

1
1 – x
1 + x

–1

√(1 – x)(1 + x)3

–2
(1 + x)2

1

2√1 – x
1 + x

–2
(1 + x)2

–1 – x – 1 + x
(1 + x)2

–1 · (1 + x) – (1 – x) · 1
(1 + x)2

3√x + (3 – x)2√sen x + x2 + 1

3√2x√x√x

√x – 1√x + 1

√3x + 1

√etg x1 – tg x√ 1 + tg x

1 – tg x
1 + tg x

1 – x
1 + x

1 – x√ 1 + x

1 – x
1 + x
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e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):

f' (x) = · = 

También podríamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).

f) f (x) = ln = ln e (tg x) / 2 = 

f' (x) = 

g) f (x) = = 3(x + 1) / 2

f' (x) = 3(x + 1) / 2 · · ln 3 = · 

h) f (x) = log (sen x · cos x)2 = 2[log (sen x + log (cos x)]

f' (x) = 2 [ · + · ] = · =

= · = · = 

De otra forma:

f (x) = log (sen x · cos x)2 = 2 log ( )
f' (x) = 2 · · = 

i) f (x) = sen2 x + cos2 x + x = 1 + x

f' (x) = 1

j) f' (x) = + =

= – 

k) f' (x) = · = 

l) f' (x) = cos (3x5 – 2 + ) · (15x4 – + )
m) f' (x) = · (cos x + 2x) = cos x + 2x

2√sen x + x2 + 1

1

2√sen x + x2 + 1

3√2

3
3√x2

1

√x

3
√2x√x

1

2√x – x2

1

2√x

1

√1 – x

sen √
—
x + 1 · sen √

—
x – 1

2√x – 1

cos √
—
x + 1 · cos √

—
x – 1

2√x + 1

sen √
—
x + 1 · (– sen √

—
x – 1)

2√x – 1

cos √
—
x + 1 · cos √

—
x – 1

2√x + 1

4
ln 10 · tg 2x

cos 2x
sen 2x

2

1
ln 10

sen 2x
2

4
ln 10 · tg 2x

cos 2x
sen 2x

4
ln 10

cos2 x – sen2 x
2sen x · cos x

4
ln 10

cos2 x – sen2 x
sen x · cos x

2
ln 10

1
ln 10

–sen x
cos x

1
ln 10

cos x
sen x

√3x + 1ln 3
2

1
2

√3x + 1

1 + tg2 x
2

tg x
2

√etg x

– (1 + tg2 x)

√(1 – tg x)(1 + tg x)3

– 2(1 + tg2 x)
(1 + tg x)2

1

2√ 1 – tg x
1 + tg x
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n) f' (x) = 2cos · [–sen ] · =

= =

= 

2. Halla las derivadas 1.a, 2.a y 3.a de las siguientes funciones:

a) y = x5 b) y = x cos x c) y = sen2 x + cos2 x + x

a) y = x5

y' = 5x4;  y'' = 20x3;  y''' = 60x2

b) y = x cos x

y' = cos x – x sen x

y'' = –sen x – sen x – x cos x = –2sen x – x cos x

y''' = –2cos x – cos x + x sen x = –3cos x + x sen x

c) y = sen2 x + cos2 x + x = 1 + x

y' = 1;  y'' = 0;  y''' = 0

3. Calcula  f' (1)  siendo:  f (x) = · e4

f (x) = · e4 = = · x13/30 = · x13/30

f' (x) = · x –17/30 = 

Por tanto:  f' (1) = 

4. Calcula  f' (π/6)  siendo:

f (x) = (cos2 3x – sen2 3x) · sen 6x

f (x) = (cos2 3x – sen2 3x) · sen 6x = cos 6x · sen 6x = 

f' (x) = = 6cos 12x

Por tanto:  f' ( ) = 6 · cos = 6 · cos(2π) = 6 · 1 = 612π
6

π
6

12cos 12x
2

sen 12x
2

13
15√9 · e4

60

30√x1713
15√9 · e4

60
13
30

15√9 · e4

3

15√9 · e4

2
32/15 · e4

2
x1/2 · 31/3 · x1/3 · e4

2 · 31/5 · x2/5
√

—
x

3√
—
3x

2
5√3x2

√
—
x

3√
—
3x

2
5√3x2

(5 – 2x) · sen (2 3√x + (3 – x)2)
3

3√(x + (3 – x)2)2

–2 cos
3√
—
x + (
—
3 – x)2 sen

3√
—
x + (
—
3 – x)2 · (2x – 5)

3
3√x + (3 – x)2)2

1 + 2(3 – x) · (–1)
3√(x + (3 – x)2)2

3
√x + (3 – x)23

√x + (3 – x)2
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5. Calcula  f' (0)  siendo:

f (x) = ln – · arc tg 

f (x) = ln – arc tg = ln (x2 + x + 1) – arc tg

f' (x) = · – · =

= – · =

= – · =

= – = – =

= = 

Por tanto:  f' (0) = 0

1. Estudia la derivabilidad en  x0 = 3  de la función:

f (x) = 

• Continuidad en  x0 = 3:

f (x) = (x2 – 3x) = 0 f (x) = f (3) = 0

f (x) = (3x – 9) = 0 Por tanto,  f (x)  es continua en  x0 = 3.

• Derivabilidad en  x0 = 3:

f' (x) = (2x – 3) = 3 = f' (3–)

f' (x) = (3) = 3 = f' (3+)

Por tanto,  f (x)  es derivable en  x0 = 3.  Además,  f' (3) = 3.

lím
x 8 3+

lím
x 8 3+

lím
x 8 3–

lím
x 8 3–

lím
x 8 3

lím
x 8 3+

lím
x 8 3

lím
x 8 3

lím
x 8 3–

x2 – 3x, x Ì 3

3x – 9, x > 3

°
¢
£

x
x2 + x + 1

2x
2x2 + 2x + 2

1
2x2 + 2x + 2

2x + 1
2x2 + 2x + 2

2
4x2 + 4x + 4

2x + 1
2x2 + 2x + 2

3
3 + 4x2 + 4x + 1

2
3

2x + 1
2x2 + 2x + 2

1
4x2 + 4x + 11 + ——

3

2
3

2x + 1
2x2 + 2x + 2

2/√
—
3

2x + 11 + (—)2√
—
3

1

√3

2x + 1
x2 + x + 1

1
2

2x + 1

√3

1

√3

1
2

2x + 1

√3

1

√3
√x2 + x + 1

2x + 1

√3

1

√3
√x2 + x + 1
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2. Calcula  m  y  n  para que  f (x)  sea derivable en Á:

f (x) = 

• Si  x ? 0,  la función es continua y derivable, pues está formada por dos polino-
mios.

• Continuidad en  x = 0:

f (x) = (x2 – mx + 5) = 5

f (x) = (–x2 + n) = n

f (0) = 5

• Derivabilidad en  x = 0:

f' (x) = (2x – m) = – m = f' (0–)

f' (x) = (–2x) = 0 = f' (0+)

Por tanto,  f (x)  es derivable en  Á para  m = 0  y  n = 5.

1. Sabemos que la derivada de la función  f (x) = x3  es  f ' (x) = 3x2.

Teniendo en cuenta este resultado, halla la derivada de su función inversa:

f –1 (x) = .

( f –1)' (x) = 

1. Comprueba que  sen (x2 y) – y2 + x = 2 –  pasa por el punto  2, y halla

la ecuación de la recta tangente en ese punto.

Sustituimos  x = 2,  y = en la expresión:

sen (4 · ) – + 2 = 0 + 2 – = 2 – 

Se cumple la igualdad. Luego la curva dada pasa por el punto  (2, ).π
4

π2

16
π2

16
π2

16
π
4

π
4

)π
4(π2

16

1

3
3√x2

3√x

lím
x 8 0+

lím
x 8 0+

lím
x 8 0–

lím
x 8 0–

lím
x 8 0

lím
x 8 0+

lím
x 8 0

lím
x 8 0–

x2 – mx + 5, x Ì 0

–x2 + n, x > 0

°
¢
£
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de ser:  – m = 0   8 m = 0



Necesitamos obtener el valor de  f ' (2, ).  Hallamos previamente  f ' (x, y):

Derivamos  sen (x2y) – y2 + x = 2 – :

cos (x2y) · (2xy + x2 · y ' ) – 2y · y ' + 1 = 0

2xy cos (x2y) + y ' · x2 · cos (x2y) – 2yy ' + 1 = 0

y ' (x2 · cos (x2y) – 2y) = –1 – 2xy cos (x2y)

f ' (x, y) = 

Por tanto:

f ' (2, ) = = = = 

La ecuación de la recta tangente es:  y = + (x – 2)

2. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a) f (x) = (sen x)x b)g (x) = x sen x

a) f (x) = (sen x)x 8 ln f (x) = x ln (sen x)

= ln (sen x) + x · 8 f' (x) = (sen x)x [ln (sen x) + ]
b) g (x) = x sen x 8 ln g (x) = sen x · ln x

= cos x · ln x + sen x · 

g' (x) = x sen x · [cos x · ln x + ]

1. Calcula  Dy,  dy,  Dy – dy:

a) y = x2 – x para  x0 = 3,  dx0 = 0,01

b)y = para  x0 = 2,  dx0 = 0,1

c) y = para  x0 = 125,  dx0 = 1

a) Dy = y (3,01) – y (3) = 6,0501 – 6 = 0,0501

dy = y ' · dx = (2x – 1) · dx,  que evaluado en  x0 = 3  y  dx0 = 0,01  es:

5 · 0,01 = 0,05

Dy – dy = 0,0001

3√x

√x2 – 1

sen x
x

1
x

g' (x)
g (x)

x cos x
sen x

cos x
sen x

f' (x)
f (x)

2 – 2π
8 + π

π
4

2 – 2π
8 + π

–2 + 2π
–8 – π

–1 + π
–4 – π/2

–1 – π · cos π
4 cos π – π/2

π
4

–1 – 2xy cos (x2y)
x2 · cos (x2y) – 2y

π2

16

π
4
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b) Dy = y (2,1) – y (2) = 1,8466 – 1,7321 = 0,1145

dy = y ' · dx = · dx,  que evaluado en  x0 = 2  y  dx0 = 0,1  es:

· 0,1 = 0,1155

Dy – dy = – 0,001

c) Dy = y (126) – y (125) = 5,01330 – 5 = 0,01330

dy = y ' · dx = · dx,  que evaluado en  x0 = 125  y  dx0 = 1  es:

· 1 = 0,01333

Dy – dy = – 0,00003

2. A una bola de bronce de 7 cm de radio se le da un baño de plata de 0,2 mm de
grosor.

Calcula la cantidad de plata empleada (aproximadamente, a partir de la dife-
rencial).

V = πr3

dV = 4πr2 · h = 4π · 72 · 0,02 = 12,3088

Se emplean, aproximadamente, 12,3 cm3 de plata.

3. Calcula una aproximación de dando los siguientes pasos:

• Llama  f(x) = .

• Obtén  df para  x0 = 125  y  dx0 = 1.

• Obtén  f(126) ≈ f(125) + df(125)  para  dx0 = 1.

f (x) = 

df = f ' (x) · dx = · dx

Evaluando en  x0 = 125  y  dx0 = 1:

df (125) = = 0,0133

Así:

f (126) ≈ f (125) + df (125) = 5 + 0,0133 = 5,0133

1
75

1

3
3√x2

3√x

3√x

3√126

4
3

1
75

1

3
3√x2

2

√3

x

√x2 – 1

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivación 9

9UNIDAD



4. Procediendo como en el ejercicio anterior, halla, aproximadamente:

a) 1,014

b)

c)

a) f (x) = x4;  x0 = 1;  dx0 = 0,01

df = f ' (x) · dx = 4x3 · dx = 4 · 13 · 0,01 = 0,04

f (1,01) ≈ f (1) + df (1) = 1 + 0,04 = 1,04

b) f (x) = ;  x0 = 16;  dx0 = – 0,2

df = f ' (x) · dx = · dx = · (–0,2) = –0,025

f (15,8) ≈ f (16) + df (16) = – 0,025 = 3,975

c) f (x) = ;  x0 = 64;  dx0 = 2

df = f ' (x) · dx = · dx = · 2 = 0,0417

f (66) ≈ f (64) + df (64) = 4 + 0,0417 = 4,0417

1

3
3√642

1

3
3√x2

3√x

√16

1

2√16

1

2√x

√x

3√66

√15,8
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

Reglas de derivación

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1 a) y = b) y = 

a) y ' = = = 

b) y ' = 

2 a) y = 
2/3

b) y = + 

a) y ' = ( )–1/3
· = ( )–1/3

· =

= = 

b) y ' = 2 · (– ) + · 2x = – + x

3 a) y = b) y = 7e–x

a) y ' = = 

b) y = –7e–x

4 a) y = b) y = sen x cos x

a) y ' = = = 

b) y' = cos x · cos x + (–sen x) · sen x = cos2 x – sen2 x = cos 2x

–4
(ex – e–x )2

e2x + e–2x – 2 – e2x – e–2x – 2
(ex – e–x )2

(ex – e–x )2 – (ex + e–x )2

(ex – e–x )2

ex + e–x

ex – e–x

1 – ln x
x2

(1/x) · x – ln x
x2

ln x
x

2
x2

1
2

1
x2

– 4

3
3√(1 – x)(1 + x)5

–2
(1 – x)1/3 · (1 + x)5/3

2
3

–1 – x – 1 + x
(1 + x)2

1 + x
1 – x

2
3

–1 · (1 + x) – (1 – x)
(1 + x)2

1 – x
1 + x

2
3

x2

2
2
x)1 – x

1 + x(

2
3√9x

12x
(x2 + 3)2

2x3 + 6x – 2x3 + 6x
(x2 + 3)2

2x (x2 + 3) – (x2 – 3) 2x
(x2 + 3)2

3√3x2x2 – 3
x2 + 3

PARA PRACTICAR
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5 a) y = b) y = ln (x2 + 1)

a) y ' = b) y' = 

6 a) y = arc tg b) y = cos2 (2x – π)

a) y ' = · = = 

b) y ' = 2cos (2x – π) · (–sen (2x – π)) · 2 = – 4cos (2x – π) · sen (2x – π) =

= –2cos (4x – 4π)

7 a) y = sen2 x b) y = 

a) y ' = 2sen x · cos x = sen 2x b) y ' = · (1 + tg2 x) = 

8 a) y = sen x2 b) y = arc tg (x2 + 1)

a) y ' = cos x2 · 2x = 2x cos x2

b) y ' = · 2x = 

9 a) y = (2 – 3)7 b) y = log2

a) y ' = 7(2 – 3)6 · 2 · = (2 – 3)6

b) y ' = · · = 

10 a) y = sen2 x2 b) y = arc tg 

a) y ' = 2 sen x2 · cos x2 · 2x = 4x sen x2 cos x2 = 2x sen (2x2)

b) y ' = · (– ) = = –

11 a) y = cos5 (7x2) b) y = 3x + 1

a) y ' = 5cos4 (7x2) · (–sen (7x2)) · 14x = –70x cos4 (7x2) sen (7x2)

b) y ' = 3x ln 3

1
x2 + 1

–1/x2

1 + 1/x2
1
x2

1
1 + (1/x)2

1
x

1
2x ln 2

1

2√x

1
ln 2

1

√x

√x7

√x

1

2√x
√x

√x√x

2x
x4 + 2x2 + 2

1
1 + (x2 + 1)2

1 + tg2 x

2√tg x

1

2√tg x

√tg x

3
9 + x2

1/3
1 + x2/9

1
3

1
1 + (x/3)2

x
3

2x
x2 + 1

– cos x
sen2 x

1
sen x
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12 a) y = b) y = arc sen 

a) y ' = (5x – 3)–1/3 · 5 = 

b) y ' = · = = 

13 a) y = ln (2x – 1) b) y = tg 

a) y ' = 

b) y ' = (1 + tg2 ) · = x + x tg2

14 a) y = ln (x2 – 1) b) y = arc cos 

a) y ' = 

b) y ' = · = = –

15 a) y = ln b) y = (arc tg x)2

a) y = ln = ln (1 – x)1/2 = ln (1 – x)

y ' = · = 

b) y ' = 2(arc tg x) · = 

16 a) y = log3 (7x + 2) b) y = ln tg 

a) y ' = · = 

b) y ' = · (1 + tg2 ) · (– ) = –

17 a) y = e4x b) y = ln ln 

a) y ' = 4e4x b) y ' = · · (– ) = – 1
x ln (1/x)

1
x2

1
1/x

1
ln 1/x

)1
x(

3 (1 + tg2 3/x)
x2 tg 3/x

3
x2

3
x

1
tg 3/x

7
(7x + 2) ln 3

7
(7x + 2)

1
ln 3

3
x

2 arc tg x
1 + x2

1
1 + x2

–1
2 – 2x

–1
(1 – x)

1
2

1
2

√1 – x

√1 – x

1

√2x – 4x2

–1

√
—
2x · √

—
1 – 2x

2

2√2x

–1

√1 – (√
—
2x)2

2x
x2 – 1

√2x

x2

2
2x
2

x2

2

2
2x – 1

x2

2

2x

√9 – x4

2x/3

√
—
9 – x4

3

2x
3

1

√1 – ( x2 )23

10

3
3√5x – 3

2
3

x2

3
3
√(5x – 3)2
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18 a) y = 2x b) y = arc sen 

a) y ' = 2x · ln 2

b) y ' = · = · =

= – = =

= –

19 a) y = 5 tg3 (3x2 + 1) b) y = 

a) y ' = 15 tg2 (3x2 + 1) · [1 + tg2 (3x2 + 1)] · 6x = 90x [tg2 (3x2 + 1) + tg4 (3x2 + 1)]

b) y ' = (1 + ) = = 

20 a) y = b) y = 

a) y ' = (1 + tg2 x2 ) · 2x = 

b) y ' = ( )–2/3
· = · =

= = = =

= 

Otras técnicas de derivación

21 Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las
propiedades de los logaritmos:

a) y = ln b)y = ln (x tg x)2

c) y = ln d)y = ln (2x sen2 x))3√x2 – 1
x2(
1 – x√ 1 + x

4

3(x + 2)
3√(x + 2)(x – 2)2

4

3
3√(x + 2)4 (x – 2)2

4

3(x + 2)4/3 · 
3
√(x – 2)2

4

3· (x + 2)2 ·
3
√(x – 2)2

(x + 2)2/3

4
(x + 2)2

1

3 
3√( x – 2 )2x + 2

x + 2 – (x – 2)
(x + 2)2

x – 2
x + 2

1
3

x (1 + tg2 x2 )

√tg x2

1

2√tg x2

3 x – 2√ x + 2
√tg x2

2√x + 1

4√x2 + x√
—
x

2√x + 1

4√
—
x √x + √

—
x

1

2√x

1

2√x + √
—
x

√x + √
—
x

2

(x – 1)√–4x

2

(x – 1)√x2 + 1 – 2x – x2 – 1 – 2x

2/(x – 1)

√(x – 1)2 – (x + 1)2

–2
(x – 1)2

1

√(x – 1)2 – (x + 1)2

x – 1

(x – 1) – (x + 1)
(x – 1)2

1

√1 – (x + 1)2x – 1

x + 1
x – 1
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a) y = ln = [ln (1 – x) – ln (1 + x)]

y ' = – = = 

b) y = ln (x tg x)2 = 2[ln x + ln (tg x)]

y ' = 2 + = 2 + + tg x = + 2 cotg x + 2 tg x

c) y = ln = ln – ln x2 = ln (x2 – 1) – 2ln x

y ' = · – 2 · = – 

d) y = ln (2x sen2 x) = ln 2x + ln sen2 x = x ln 2 + 2 ln sen x

y' = ln 2 + 2 · = ln 2 +

22 Calcula la derivada de estas funciones implícitas:

a) x2 + y2 = 9 b)x2 + y2 – 4x – 6y = –9

c) + = 1 d) – = 1

e) x3 + y3 = –2xy f) xy2 = x2 + y

a) 2x + 2y · y' = 0

y' = = 

b) 2x + 2yy' – 4 – 6y' = 0

y' (2y – 6) = 4 – 2x

y' = = 

c) + = 0

+ = 0

= – 8 2yy' = 8 y' = 
–9x
16y

–9x
8

x
8

2yy'
9

2yy'
9

x
8

2yy'
9

2x
16

2 – x
y – 3

4 – 2x
2y – 6

–x
y

–2x
2y

(y + 3)2

14
(x – 1)2

8
y2

9
x2

16

2
tg x

cos x
sen x

2
x

2x
3(x2 – 1)

1
x

2x
(x2 – 1)

1
3

1
3

3√x2 – 1)3√x2 – 1
x2(

2
x]1

tg x
1
x[]1 + tg2 x

tg x
1
x[

–1
1 – x2]–1 – x – 1 + x

1 – x2[1
2]1

1 + x
–1

1 – x[1
2

1
2

1 – x√ 1 + x
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d) – = 0

– = 0

y' = 

e) 3x2 + 3y2y' + 2y + 2xy' = 0

y' (3y2 + 2x) = –3x2 – 2y

y' = 

f) xy2 = x2 + y

y2 + x · 2yy' = 2x + y'

2xyy' – y' = 2x – y2

y' (2x y – 1) = 2x – y2

y' = 

23 Aplica la derivación logarítmica para derivar:

a) y = x3x b) y = xx + 1

c) y = xex
d) y = (ln x)x + 1

e) y = 
x

f) y = xtg x

a) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es  ln xn = n ln x :

y = x3x 8 ln y = 3x ln x

Derivamos como función implícita:

= 3 ln x + 3x · = 3 ln x + 3

Despejamos  y':

y' = x3x (3ln x + 3)

b) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es  ln xn = n ln x :

y = x x + 1 8 ln y = (x + 1) ln x

Derivamos como función implícita:

= ln x + (x + 1) · = ln x + 1 + 
1
x

1
x

y'
y

1
x

y'
y

)sen x
x(

2x – y2

2x y – 1

–3x2 – 2y
3y2 + 2x

7(x – 1)
4(y + 3)

(y + 3)y'
7

x – 1
4

2(y + 3)y'
14

2(x – 1)
8
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Despejamos  y':

y' = x x + 1 ln x + 1 + 

c) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es  ln xn = n ln x:

y = x ex 8 ln y = e x · ln x

Derivamos como función implícita:

= e x · ln x + e x · = e x ln x + 

Despejamos  y':

y' = x ex
· ex ln x + 

d) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es  ln xn = n ln x:

y = (ln x)x + 1 8 ln y = (x + 1) · ln (ln x)

Derivamos como función implícita:

= ln (ln x) + (x + 1) · · = ln (ln x) +

Despejamos  y':

y' = (ln x)x + 1 · ln (ln x) +

e) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es  ln xn = n ln x  y que el logaritmo de un cociente es

ln = ln a – ln b:

y = 
x

8 ln y = x ln = x (ln (sen x) – ln x) 

Derivamos como función implícita:

= ln (sen x) – ln x + x – = ln + – 1

Despejamos  y':

y' = 
x

· ln + – 1

f) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es  ln xn = n ln x :

y = xtg x 8 ln y = tg x · ln x

]x cos x
sen x)sen x

x([)sen x
x(

x cos x
sen x)sen x

x()1
x

cos x
sen x(y'

y

)sen x
x()sen x

x(
)a

b(

]x + 1
x ln x[

x + 1
x ln x

1
x

1
ln x

y'
y

)1
x(

)1
x(1

x
y'
y

)1
x(
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Derivamos como función implícita:

= (1 + tg2 x) · ln x + (tg x) · 

Despejamos  y':

y' = xtg x · (1 + tg2 x) ln x +

24 Obtén la derivada de las siguientes funciones de dos maneras y comprueba,
operando, que llegas al mismo resultado:

I) Utilizando las reglas de derivación que conoces.

II)Aplicando la derivación logarítmica.

a) y = 
3

b) y = 

c) y = sen3 x cos2 x

d) y = 

a) I) y' = 3 ( )2 · (1 –  ) = 

II) ln y = 3(ln (x2 + 1) – ln x)

= 3 ( – ) = 3 ( ) = 

y' = ( )3 · = 

b) I) y' = · = 

II) ln y = [ln (1 + x) – ln (1 – x)]

= [ – ] = [ ] = 

y' = · = 1

√(1 + x) (1 – x)3

1
(1 + x) (1 – x)√1 + x

1 – x

1
(1 + x) (1 – x)

1 – x + 1 + x
(1 + x) (1 – x)

1
2

–1
1 – x

1
1 + x

1
2

y'

y

1
2

1

√(1 + x) (1 – x)3

1 – x + 1 + x
(1 – x2 )

1

2√1 + x
1 – x

3 · (x2 + 1)2 (x2 – 1)
x4

3(x2 – 1)
x(x 2 + 1)

x2 + 1
x

3(x2 – 1)
x(x 2 + 1)

2x2 – x2 – 1
x(x 2 + 1)

1
x

2x
x2 + 1

y'

y

3 · (x2 + 1)2 (x2 – 1)
x4

1
x2

x2 + 1
x

3
√x2√x2 + 1

1 + x√ 1 – x

)x2 + 1
x(

]tg x
x[

1
x

y'
y
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c) I) y' = 3sen2 x cos x · cos2 x + sen3 x · 2cos x (–sen x) =

= 3sen2 x cos3 x – 2cos x sen4 x

II) ln y = 3ln (sen x) + 2ln (cos x)

= 3 + 2 · = 

y' = sen3 x cos2 x · = sen2 x cos x (3cos2 x – 2sen2 x) =

= 3 sen2 x cos3 x – 2cos x sen4 x

d) I) y' = · + · · = + =

= = = 

II) ln y = ln (x2 + 1) + ln x

= · + · = + = = 

y' = · · = 

25 Calcula el valor de la derivada de cada una de las siguientes funciones en  
x = 0:

a) g(x) = esen f(x) si  f(0) = 0  y  f '(0) = 1

b)h(x) = [sen f(x)]3 si  f(0) = y  f '(0) = 1

c) j(x) = si  f(0) = e y  f '(0) = 1

a) Aplicamos la regla de la cadena:

g' (x) = D [sen f (x)] · e sen f (x) = f ' (x) cos f (x) e sen f (x)

g' (0) = f ' (0) cos f (0) e sen f (0) = 1 · cos 0 · e sen 0 = 1 · 1 · 1 = 1

b) Aplicamos la regla de la cadena:

h' (x) = 3 [sen f (x)]2 D [sen f (x)] = 3 [sen f (x)]2 f ' (x) cos f (x)

h' (0) = 3[sen f (0)]2 f ' (0) cos f (0) =

= 3 sen 
2

· 1 · cos = 3
2

· 1 · = = 
3√2
4

3

2√
—
2

1

√2
)1

√2
(π

4]π
4[

√ln f(x)

π
4

5x2 + 2

3 √x2 + 1 
3√
–
x

5x2 + 2
3x (x2 + 1)

3
√x2√x2 + 1

5x2 + 2
3x (x2 + 1)

3x2 + 2x2 + 2
3x (x2 + 1)

2
3x

x
x2 + 1

1
x

2
3

2x
x2 + 1

1
2

y'

y

2
3

1
2

5x2 + 2

3 √x2 + 1 
3√
–
x

3x2 + 2x2 + 2

3 √x2 + 1 
3√
–
x

3x2 + 2(x2 + 1)

3 √x2 + 1 
3√
–
x

2√x2 + 1

3
3√x

x
3√x2

√x2 + 1

1
3√x

2
3

√x2 + 1
3
√x22x

2√x2 + 1

3cos2 x – 2sen2 x
sen x cos x

3cos2 x – 2sen2 x
sen x cos x

–sen x
cos x

cos x
sen x

y'

y
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c) Aplicamos la regla de la cadena:

j ' (x) = = ·

j ' (0) = = = = 

26 Dadas  f(x) = x2 y  g(x) = 3x + 1,  halla:

a) (f ° g)' (x) b) (g ° f )' (x)

a) ( f ° g )' (x) = f ' [g (x)] g ' (x)

Como  f (x) = x2 y  g (x) = 3x + 1  8 f ' (x) = 2x;  g ' (x) = 3

( f ° g )' (x) = 2 · (3x + 1) · 3 = 6 (3x + 1) = 18x + 6

También podemos hacer:

( f ° g ) (x) = f [g (x)] = f (3x + 1) = (3x + 1)2

( f ° g )' (x) = 2 · 3(3x + 1) = 18x + 6

b) (g ° f )' (x) = g ' [ f (x)] f ' (x) = 3 · 2x = 6x

O bien:

(g ° f ) (x) = g [ f (x)] = 3x2 + 1  8 (g ° f )' (x) = 6x

Derivabilidad y continuidad

27 a) Comprueba que la siguiente función es continua y derivable y halla  f' (0),
f' (3)  y  f' (1) :

f (x) = 

b) ¿Cuál es su función derivada?

c) ¿En qué punto se cumple  f' (x) = 5?

a) Si  x ? 1, la función es continua y derivable, pues está formada por dos poli-
nomios.

Continuidad en  x = 1:

f (x) = (3x – 1) = 2

f (x) = (x2 + x) = 2     f (x)  es continua en  x = 1.

f (1) = 2

lím
x 8 1

lím
x 8 1+

lím
x 8 1

lím
x 8 1–

3x – 1   si  x < 1

x2 + x si  x Ó 1

°
¢
£

1
2e

1

2e √1

1

2e √ln e

f ' (0)

2f (0) √ln f (0)

1

2 √ln f (x)

f ' (x)
f (x)

D [ln f (x)]

2 √ln f (x)
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Derivabilidad en  x = 1:

f' (x) = 3 = 3 = f' (1–)

f' (x) = (2x + 1) = 3 = f' (1+)

Luego,  f (x)  es derivable en  x = 1.  Además,  f' (1) = 3.

Así  f (x)  es continua y derivable en todo  Á.

f' (0) = 3

f' (3) = 2 · 3 + 1 = 7

b) f (x) = 

c) Si  f ' (x) = 5,  entonces  x Ó 1.  Es decir:

f' (x) = 2x + 1 = 5   8 x = = 2 > 1

f' (2) = 5

28 Comprueba que  f (x)  es continua pero no derivable  en  x = 2:

f (x) = 

• Si  x ? 2,  la función es continua y derivable.

• Continuidad en  x = 2:

f (x) = ln (x – 1) = ln 1 = 0

f (x) = (3x – 6) = 0 f es continua en  x = 2.

f (2) = 0

• Derivabilidad en  x = 2:

f' (x) = = 1 = f' (2 –)

f' (x) = 3 = 3 = f' (2 +)

f (x)  no es derivable en  x = 2.

lím
x 8 2

lím
x 8 2+

1
x – 1

lím
x 8 2

lím
x 8 2–

lím
x 8 2

lím
x 8 2+

lím
x 8 2

lím
x 8 2–

ln (x – 1) si  x < 2

3x – 6 si  x Ó 2
°
¢
£

4
2

3 x < 1

2x + 1 x Ó 1

°
¢
£

lím
x 8 1

lím
x 8 1+

lím
x 8 1

lím
x 8 1–
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29 Estudia la continuidad y la derivabilidad de estas funciones:

a) f (x) = 

b) f (x) = 

a) Si  x ? 0  y  x ? 3, la función es continua y derivable.

Continuidad en  x = 0:

f (x) = e x = 1

f (x) = 1 = 1 f (x)  es continua en  x = 0.

f (0) = 1

Continuidad en  x = 3:

f (x) = 1 = 1

f (x) = (–x2 + 3x + 2) = 2

f (3) = 2

Derivabilidad en  x = 0:

f' (x) = ex = 1 = f' (0–)

f' (x) = 0 = 0 = f' (0+)

f (x)  no es derivable en  x = 0.

Derivabilidad en  x = 3:

Como  f (x)  no es continua en  x = 3,  f (x)  no es derivable en  x = 3.

b) Si  x ? –1  y  x ? 2, f (x)  es continua y derivable.

Continuidad en  x = –1:

f (x) = (x2 + 2x + 1) = 0

f (x) = (2x + 2) = 0

f (–1) = 0

lím
x 8 –1

lím
x 8 –1+

lím
x 8 –1

lím
x 8 –1 –

lím
x 8 0+

lím
x 8 0+

lím
x 8 0 –

lím
x 8 0–

lím
x 8 3

lím
x 8 3+

lím
x 8 3

lím
x 8 3–

lím
x 8 0

lím
x 8 0+

lím
x 8 0

lím
x 8 0–

x2 + 2x + 1 si  x < –1

2x + 2 si  –1 Ì x Ì 2

–x2 + 8x si   x > 2

°
§
¢
§
£

e x si  x Ì 0

1 si  0 < x < 3

–x2 + 3x + 2 si  x Ó 3

°
§
¢
§
£
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Continuidad en  x = 2:

f (x) = (2x + 2) = 6

f (x) = (–x2 + 8x) = 12

f (2) = 12

f (x)  no es continua en  x = 2.

Derivabilidad en  x = –1:

f ' (x) = (2x + 2) = 0 = f' (2 –)

f ' (x) = 2 = 2 = f' (2+)

f (x)  no es derivable en  x = –1.

Derivabilidad en  x = 2:

f (x)  no es continua en  x = 2   8 f (x)  no es derivable en  x = 2.

s30 Estudia la continuidad y la derivabilidad de estas funciones:

a) f (x) = b) f (x) = 

a) Continuidad: 

• Si  x ? 0  y  x ? 1 8 Es continua, pues está formada por funciones 
continuas.

• En  x = 0:

f (x) = 0 = 0

f (x) = x2 = 0

f (0) = 0

• En  x = 1:

f (x) = x2 = 1

f (x) = x = 1

f (1) = 1

La función es continua en  Á.

lím
x 8 1

lím
x 8 1+

lím
x 8 1

lím
x 8 1–

lím
x 8 0

lím
x 8 0+

lím
x 8 0

lím
x 8 0–

e–x si  x Ì 0

1 – x si  x > 0

°
¢
£

0 si  x < 0

x2 si  0 Ì x < 1

x si  x Ó 1

°
§
¢
§
£

lím
x 8 –1

lím
x 8 –1+

lím
x 8 –1

lím
x 8 –1 –

lím
x 8 2

lím
x 8 2+

lím
x 8 2

lím
x 8 2 –
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Derivabilidad:

• Si  x ? 0  y  x ? 1 8 La función es derivable. Su derivada es, en esos 
puntos:

f' (x) = 

• En  x = 0:

f' (0–) = 0 = f' (0+).  Por tanto,  f (x)  es derivable en  x = 0;  y  f' (0) = 0.

• En  x = 1:

f' (1–) = 2 ? f' (1+) = 1.  Por tanto,  f (x)  no es derivable en  x = 1.

La función es derivable en  Á – {1}.  Su derivada es:

f' (x) = 

b) Continuidad:

• En  x ? 0 8 La función es continua, pues está formada por dos funciones
continuas.

• En  x = 0:

f (x) = e–x = 1

f (x) = (1 – x) = 1

f (0) = 1

La función es continua en todo  Á.

Derivabilidad:

• Si  x ? 0 8 La función es derivable. Además:

f' (x) = 

• En  x = 0:

f' (0–) = –1 = f' (0+)

Por tanto,  f (x)  es derivable en  x = 0  y  f' (0) = –1.  La función es derivable
en todo  Á.  Su derivada sería:

f' (x) = 
–e–x si  x < 0

–1 si  x Ó 0

°
¢
£

–e–x si  x < 0

–1 si  x > 0

°
¢
£

lím
x 8 0

lím
x 8 0+

lím
x 8 0

lím
x 8 0–

0 si  x < 0

2x si  0 ≤ x < 1

1 si  x > 1

°
§
¢
§
£

0 si  x < 0

2x si  0 < x < 1

1 si  x > 1

°
§
¢
§
£
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Definición de derivada

31 Utiliza la definición de derivada para hallar  f '(2)  en los siguientes casos:

a) f (x) = 

b) f(x) = 

a) f (x) = 8 f ' (2) = 

f (2 + h) – f (2) = – = = 

= : h = 

f ' (2) = = 

b) f (x) = 8 f ' (2) = 

f (2 + h) – f (2) = – 2

= 

f ' (2) = = =

= = = 

32 Aplica la definición de derivada para hallar  f '(x)  en cada caso:

a) f(x) = x +

b) f(x) = 

a) f (x) = x + 8 f ' (x) = 
f (x + h) – f (x)

h
lím

h 8 0

1
x

√x2 + 1

1
x

1
4

1

√h + 4 + 2
lím

h 8 0

h + 4 – 4

h (√h + 4 + 2)
lím

h 8 0

(√h + 4)2 – 22

(√h + 4 + 2) h
lím

h 8 0

√h + 4 – 2
h

lím
h 8 0

√h + 4 – 2
h

f (2 + h) – f (2)
h

√h + 4
°
¢
£

f (2) = √
—
4 = 2

f (2 + h) = √2 + h + 2 = √
—
h + 4

f (2 + h) – f (2)
h

lím
h 8 0

√x + 2

2
9

2h
3(h + 3)

lím
h 8 0

2
3(h + 3)

2h
3(h + 3)

f (2 + h) – f (2)
h

2h
3(h + 3)

3h + 3 – h – 3
3(h + 3)

1
3

h + 1
h + 3

°
§
¢
§
£

2 + h – 1 h + 1
f (2 + h) = —= —

2 + h + 1 h + 3
2 – 1 1

f (2) = — = —
2 + 1 3

f (2 + h) – f (2)
h

lím
h 8 0

x – 1
x + 1

√x + 2

x – 1
x + 1
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f (x + h) = x + h + 8 f (x + h) – f (x) =

= x + h + – x – = h +

= 1 + 8 f ' (x) = 1 – = 1 – 

b) f (x) = 8 f ' (x) = 

f (x + h) = 8 f (x + h) – f (x) = – 

f ' (x) = = =

= =

= = = 

33 Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:

a) y = |x – 2|

b)y = |x2 + 6x + 8|

c) y = x + |x – 3|

d)y = x2 + |x |

☛ Mira el ejercicio resuelto 3 .

a) Definimos la función por intervalos:

f (x) = 

Derivamos:

f ' (x) = 

f ' (2–) ? f ' (2+)  8 No existe  f ' (2)

La función es derivable en  Á – {2}.

°
¢
£

f ' (2–) = –1

f ' (2+) = 1

–1 si  x < 2

1 si  x > 2
°
¢
£

–x + 2 si  x < 2

x – 2 si  x Ó 2
°
¢
£

PARA RESOLVER

x

√x 2 + 1

2x

2√x 2 + 1

h(2x + h)

h(√(x + h)2 + 1 + √
—
x 2 + 1)

lím
h 8 0

x2 + 2xh + h2 + 1 – x2 – 1

h(√(x + h)2 + 1 + √
—
x 2 + 1)

lím
h 8 0

(√(x + h)2 + 1)2 – (√
—
x 2 + 1)2

h(√(x + h)2 + 1 + √
—
x 2 + 1)

lím
h 8 0

√(x + h)2 + 1 – √
—
x2 + 1

h
lím

h 8 0

√x2 + 1√(x + h)2 + 1√(x + h)2 + 1

f (x + h) – f (x)
h

lím
h 8 0

√x2 + 1

1
x 2]1

x (x + h)[lím
h 8 0

–1
x (x + h)

f (x + h) – f (x)
h

x – x – h
x (x + h)

1
x

1
x + h

1
x + h
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b) Definimos la función por intervalos. Para ello, calculamos los puntos en los que
y = 0:

x2 + 6x + 8 = 0  8 x = = 

f (x) = 

Derivamos:

f ' (x) = 

f ' (–4–) ? f ' (–4+)  8 No existe  f ' (–4)

f ' (–2–) ? f ' (–2+)  8 No existe  f ' (–2)

La función es derivable en  Á – {–4, –2}.

c) Analizamos el signo de  x – 3  para definir la función por intervalos:

x + (–x + 3) = 3

x + x – 3 = 2x – 3

Así:

f (x) = 

Derivamos:

f ' (x) = 

f ' (3–) ? f ' (3+)  8 No existe  f ' (3)

La función es derivable en  Á – {3}.

d) Definimos la función por intervalos. Recordamos que  |x | = .

Así:

f (x) = 
x2 – x si  x < 0

x2 + x si  x Ó 0

°
¢
£

–x si  x < 0

x si  x Ó 0
°
¢
£

°
¢
£

f ' (3–) = 0

f ' (3+) = 2

0 si  x < 3

2 si  x > 3
°
¢
£

3 si  x < 3

2x – 3 si  x Ó 3
°
¢
£

–x + 3

xx

x – 3

3

°
¢
£

f ' (–2–) = –2(–2) – 6 = –2

f ' (–2+) = 2(–2) + 6 = 2

°
¢
£

f ' (–4–) = 2(–4) + 6 = –2

f ' (–4+) = –2(–4) – 6 = 2

2x + 6 si  x < –4

–2x – 6 si  –4 < x < –2

2x + 6 si  x > –2

°
§
¢
§
£

x2 + 6x + 8 si  x < –4

–x2 – 6x – 8 si  –4 Ì x Ì –2

x2 + 6x + 8 si  x > –2

°
§
¢
§
£

x = –4

x = –2

–6 ± 2
2

–6 ± √36 – 32
2
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Derivamos:

f ' (x) = 

f ' (0–) ? f ' (0+)  8 No existe  f ' (0).

La función es derivable en  Á – {0}.

34 Calcula los puntos de derivada nula de las siguientes funciones:

a) y = b) y = 

c) y = d) y = ex (x – 1)

e) y = x2 ex f) y = sen x + cos x

a) y' = = = 

y' = 0   8 3 – x = 0   8 x = 3   8 y = 

Se anula en el punto (3, ).
b) y = 8 y' = 

y' = 0   8 3x2 – 8x = 0   8 x (3x – 8) = 0 

x = 0  no está en el dominio.

La derivada se anula en el punto ( , ).
c) y' = =

= = 

y' = 0   8 2x2 – 2 = 0   8 x2 = 1 

Se anula en los puntos (–1, 3) y (1, ).1
3

1
x = 1   8 y = —

3
x = –1   8 y = 3

2x2 – 2
(x2 + x + 1)2

2x3 + 2x2 + 2x – x2 – x – 1 – 2x3 – x2 + 2x2 + x – 2x – 1
(x2 + x + 1)2

(2x – 1)(x2 + x + 1) – (x2 – x + 1)(2x + 1)
(x2 + x + 1)2

–27
16

8
3

x = 0  (no vale)
8 –27

x = — 8 y = ——
3 16

–16(3x2 – 8x)
(x3 – 4x2)2

16
x3 – 4x2

1
12

1
12

3 – x
(x + 3)3

(x + 3) – 2x
(x + 3)3

(x + 3)2 – 2(x + 3)x
(x + 3)4

x2 – x + 1
x 2 + x + 1

16
x2(x – 4)

x
(x + 3)2

°
¢
£

f ' (0–) = 2 · 0 – 1 = –1

f ' (0+) = 2 · 0 + 1 = 1

2x – 1 si  x < 0

2x + 1 si  x > 0
°
¢
£
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d) y' = e x (x – 1) + e x = e x (x – 1 + 1) = xex

y' = 0   8 x = 0   8 y = –1

Se anula en el punto (0, –1).

e) y' = 2x ex + x2 ex = ex (2x + x2 )

y' = 0   8 2x + x2 = 0   8 x (2 + x) = 0 

Se anula en los puntos (0, 0) y (–2, 4e–2).

f) y' = cos x – sen x

y' = 0   8 cos x = sen x 8 tg x = 1 

Se anula en los puntos ( + 2πk, ), ( + 2πk, – ),  con  k é Z.

s35 a) Calcula  m y  n para que  f sea derivable en todo  Á.

f (x) = 

b) ¿En qué puntos es  f' (x) = 0?

a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.

• Si  x ? 1, la función es continua, pues está formada por dos polinomios.

• En  x = 1:

f (x) = (x2 – 5x + m) = – 4 + m

f (x) = (–x2 + nx) = –1 + n

f (1) = – 4 + m

Para que sea continua en  x = 1,  ha de ser:

–4 + m = –1 + n;  es decir:  m = n + 3.

Derivabilidad:

• Si  x ? 1, la función es derivable. Además:

f' (x) = 
2x – 5 si  x < 1

–2x + n si  x > 1
°
¢
£

lím
x 8 1

lím
x 8 1+

lím
x 8 1

lím
x 8 1–

x2 – 5x + m si  x Ì 1

–x2 + nx si  x > 1

°
¢
£

√2
5π
4

√2
π
4

π
x = — + 2πk 8 y = √

–
2

4
5π

x = — + 2πk 8 y = –√
–
2 

4

x = 0   8 y = 0

x = –2   8 y = 4e–2
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• En  x = 1:

Para que sea derivable en  x = 1,  ha de ser  –3 = –2 + n,  es decir,  n = –1.

Por tanto, la función será derivable en todo  Á si  m = 2  y  n = –1.  En este 
caso, la derivada sería:

f' (x) = 

b) f' (x) = 2x – 5  si  x < 1

2x – 5 = 0   8 x = ;  pero  > 1

f' (x) = –2x – 1  si  x Ó 1

–2x – 1 = 0   8 x = – ;  pero  – < 1

Por tanto,  f' (x)  no se anula en ningún punto.

s36 Calcula  a y  b para que la siguiente función sea derivable en todo  Á:

f (x) = 

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

• Si  x ? 2 8 la función es continua, pues está formada por dos polinomios.

• En  x = 2 debe cumplirse que  f (x) = f (2):

f (x) = (ax2 + 3x) = 4a + 6

f (x) = (x2 – bx – 4) = –2b

f (2) = 4a + 6

Para que sea continua, ha de ser  4a + 6 = –2b ;  es decir,  2a + 3 = –b o bien
b = –2a – 3.

Derivabilidad:

• Si  x ? 2 8 la función es derivable. Además:

f' (x) = 
2ax + 3 si  x < 2

2x – b si  x > 2
°
¢
£

lím
x 8 2

lím
x 8 2+

lím
x 8 2

lím
x 8 2–

lím
x 8 2

ax2 + 3x si  x Ì 2

x2 – bx – 4 si  x > 2

°
¢
£

1
2

1
2

5
2

5
2

2x – 5 si  x < 1

–2x – 1 si  x Ó 1
°
¢
£

°
¢
£

f' (1–) = –3

f' (1+) = –2 + n
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• En  x = 2 debe cumplirse que  f ' (2–) = f ' (2+):

Para que sea derivable, ha de ser  4a + 3 = 4 – b;  es decir,  b = – 4a + 1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

Por tanto, para que  f (x)  sea derivable en todo  Á,  ha de ser  a = 2  y  b = –7.

37 Esta es la gráfica de una función  y = f (x).  Calcula, 
observándola:

f ' (–1),  f' (1)  y  f' (3)

¿En qué puntos no es derivable?

• En  x = –1,  la recta tangente a  f es horizontal; su pendiente es 0.

Por tanto,  f ' (–1) = 0.

• En  x = 1,  f es una función constante. Luego  f ' (1) = 0.

• En  x = 3,  f es una recta que pasa por los puntos (2, 1) y (4, 5).

Calculamos su pendiente:

m = = 2.  Por tanto,  f ' (3) = 2.

• No es derivable en  x = 0  ni en  x = 2,  porque en ellos observamos que  
f ' (0–) ? f ' (0+)  y  f ' (2–) ? f ' (2+).

s38 Observa las gráficas de las siguientes funciones e indica en qué puntos no
son derivables. ¿Alguna de ellas es derivable en todo  Á?

a) No es derivable en  x = –1  porque  f ' (–1–) ? f ' (–1+) (tiene un punto “angulo-
so”) ni en  x = 2  (no está definida la función).

b) Es derivable en todo  Á.

c) No es derivable en  x = 0  porque  f ' (0–) ? f ' (0+) (tiene un punto “anguloso”).

1

1
2

2–2

2

a) b) c)

2–2
–2 –2

5 – 1
4 – 2

2

2–2 4

–2a – 3 = – 4a + 1   8 2a = 4   8 a = 2

b = –7

°
¢
£

b = –2a – 3

b = – 4a + 1

°
¢
£

f' (2–) = 4a + 3

f' (2+) = 4 – b
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s39 Calcula  a y  b para que  f sea continua y derivable.

f (x) = 

Continuidad:

• En  x ? 0 8 La función es continua, pues está formada por dos polinomios.

• En  x = 0:

f (x) = (x3 – x) = 0

f (x) = (ax + b) = b Para que sea continua ha de ser  b = 0.

f (0) = 0

Derivabilidad:

• Si  x ? 0 8 La función es derivable. Además:

f' (x) = 

• En  x = 0:

Para que sea derivable, ha de ser  a = –1.

Por tanto,  f (x)  será continua y derivable si  a = –1  y  b = 0.

40 Halla el valor de la derivada de la función  cos (x + y) + sen (x – y) = 0  en el

punto  , .

Derivamos:

–sen (x + y) · (1 + y' ) + cos (x – y) · (1 – y' ) = 0

–sen (x + y) – y' sen (x + y) + cos (x – y) – y' cos (x – y) = 0

–sen (x + y) + cos (x – y) = y' (sen (x + y) + cos (x – y))

y' = 

Calculamos la derivada en el punto  ( , ):
y' ( , ) = = = 00

2
–1 + 1
1 + 1

π
4

π
4

π
4

π
4

–sen (x + y) + cos (x – y)

sen (x + y) + cos (x – y)

)π
4

π
4(

°
¢
£

f ' (0–) = –1

f ' (0+) = a

3x2 – 1 si  x < 0

a si  x > 0

°
¢
£

lím
x 8 0

lím
x 8 0+

lím
x 8 0

lím
x 8 0–

x3 – x si  x Ì 0

ax + b si  x > 0

°
¢
£
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s41 Calcula la derivada de orden  n de la función  f (x) = e2x.

f' (x) = 2e2x

f'' (x) = 4e2x = 22e2x

f''' (x) = 8e2x = 23e2x

…

f n (x) = 2ne2x

Lo demostramos por inducción:

Para  n = 1,  n = 2  y  n = 3,  vemos que se cumple.

Supongamos que es cierto para  n – 1;  es decir, que  f n – 1(x) = 2n – 1e2x;  enton-
ces, derivando, tenemos que:  f n (x) = 2 · 2n – 1e2x = 2ne2x.  Por tanto,  la expre-
sión obtenida es cierta para todo  n.

s42 Estas gráficas representan las funciones derivadas de las funciones  f,  g,  h
y  j:

a) ¿Cuáles de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b)¿Cuál de estas gráficas es la función derivada de una función polinómica
de primer grado?

c) ¿Cuál de ellas corresponde a una función polinómica de segundo grado?

a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.

f tiene un punto de tangente horizontal en  x = –2,  pues  f' (–2) = 0.

j tiene dos puntos de tangente horizontal en  x = 1  y en  x = 3,  pues
j' (1) = j' (3) = 0.

g y  h no tienen ningún punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una función polinómica de primer grado es una función cons-
tante. Por tanto, es  g'.

c) La derivada de una función polinómica de segunda grado es una función poli-
nómica de primer grado. Por tanto, es  f '.

2
–2

2

2

2
2

2

4

2

f '

g'

j'
h'

–2

2
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43 ¿Cuál de los siguientes apartados representa la gráfica de una función  f y
la de su derivada  f' ?  Justifica tu respuesta.

a) La función en rojo es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es
y = 3  (la recta verde).  Luego, estas gráficas sí representan a una función y su
derivada.

b) La función en rojo es un polinomio de 2.° grado, una parábola. Su derivada es
una recta. En  x = 0,  la función tiene un máximo; la derivada se anula. Para
que la recta fuera la derivada, tendría que pasar por (0, 0).

No representan, por tanto, a una función y su derivada.

c) La función tiene que ser un polinomio de 3.er grado porque tiene dos extremos
relativos. Su derivada será un polinomio de 2.° grado, una parábola. En  x = 1,
la función tiene un máximo; la derivada se anula,  f ' (1) = 0,  y tendría que pa-
sar por (1, 0). Estas tampoco representan a una función y su derivada.

Por tanto, solo la primera es válida.

44 a) Representa la función siguiente:

f (x) = |x + 1| + |x – 3|

Observando la gráfica, di en qué puntos no es derivable.

b)Representa  f' (x).

a) f (x) = = 

No es derivable en  x = –1  ni en  x = 3.
(Son puntos “angulosos”).

b) f' (x) = 

2

–2

–1 3

–2 si  x < –1

0 si  –1 < x < 3

2 si  x > 3

°
§
¢
§
£

2

4

–2–4 2 4 6

–2x + 2 si  x < –1

4 si  –1 Ì x Ì 3

2x – 2 si  x > 3

°
§
¢
§
£

°
§
¢
§
£

–x – 1 – x + 3 si  x < – 1

x + 1 – x + 3 si  –1 Ì x Ì 3

x + 1 + x – 3 si  x > 3

°
§
¢
§
£

2

2

2 2

22

a) b) c)
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s45 Halla los puntos de derivada nula de la función siguiente:

f (x) = (3x – 2x2) ex

f' (x) = (3 – 4x)ex + (3x – 2x2)ex = (3 – 4x + 3x – 2x2)ex = (–2x2 – x + 3)ex

f' (x) = 0   8 –2x2 – x + 3 = 0   8 x = = 

46 Dada la función  f (x) = ex + ln (1 – x),  comprueba que  f' (0) = 0  y  f'' (0) = 0.
¿Será también  f''' (0) = 0?

f' (x) = ex – 8 f' (0) = 1 – 1 = 0

f'' (x) = ex – 8 f'' (0) = 1 – 1 = 0

f''' (x) = ex – 8 f''' (0) = 1 – 2 = –1 ? 0

47 Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta función:

f (x) = 

f (x) = = 

El dominio de la función es  Á – {–3}.  Por tanto, en  x = –3  no es continua 
(ni derivable), pues no está definida.

Continuidad:

• En  x ? 0,  x ≠ 3  y  x ? –3: Es continua, pues las funciones que la forman son
continuas en este caso.

• En  x = 0 debe ser  f (x) = f (0):

f (x) = = 0

f (0) = –1

2x
x + 3

lím
x 8 0

lím
x 8 0

lím
x 8 0

–1 si  x = 0
2x

x + 3
si  x ? 0,  x ? 3

1 si  x = 3

°
§
¢
§
£

°
§
¢
§
£

–1 si  x = 0
2x (x – 3) 

(x – 3)(x + 3)
si  x ? 0,  x ? 3

1 si  x = 3

°
§
¢
§
£

–1 si  x = 0
2x (x – 3) 

x2 – 9
si  x ? 0,  x ? 3

1 si  x = 3

°
§
¢
§
£

2
(1 – x)3

1
(1 – x)2

1
1 – x

–3
x = —

2
x = 1

1 ± 5
–4

1 ± √1 + 24
–4
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• En  x = 3:

f (x) = = 1

f (3) = 1

• En  x = –3: No es continua, pues no está definida.

Por tanto,  f (x)  es continua en  Á – {–3, 0}.

Derivabilidad:

• Si  x ? 0,  x ? 3  y  x ? –3: Es derivable. Además:  f' (x) = 

• En  x = 0  y en  x = –3: No es derivable, pues no es continua.

• En  x = 3: Sí es derivable, pues  f' (3–) = f' (3+) = f' (3) = .

Por tanto,  f (x)  es derivable en  Á – {–3, 0}.  Además:

f' (x) = si  x ? 0  y  x ? –3

s48 Determina, si es posible, el valor del parámetro  a para que la función  f sea
derivable en todo su dominio de definición:

f (x) = 

Para que  f (x)  sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

• Si  x > 0,  x ? 1: La función es continua, pues está formada por funciones 
continuas.

• En  x = 1:

f (x) = (x ln x) = 0

f (x) = [a (1 – e1 – x)] = 0 f (x)  es continua en  x = 0.

f (1) = 0

Derivabilidad

• Si  x > 0,  x ? 1: es derivable. Además:

f' (x) = 

• En  x = 1:

f (x) es derivable en  x = 1  si  a = 1.

Luego, para que  f sea derivable en todo su dominio de definición, ha de ser  a = 1.

°
¢
£

f' (1–) = 1

f' (1+) = a

ln x + 1 si  0 < x < 1

ae1 – x si  x > 1
°
¢
£

lím
x 8 1

lím
x 8 1+

lím
x 8 1

lím
x 8 1–

x ln x si  0 < x Ì 1

a (1 – e1 – x) si  1 < x

°
¢
£

6
(x + 3)2

1
6

6
(x + 3)2

2x
x + 3

lím
x 8 3

lím
x 8 3
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f (x) = f (3).

La función es continua en  x = 3.

lím
x 8 3
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s49 Estudia la derivabilidad en  x = 0  de la siguiente función:

f (x) = 

Como  f (x) = f (x) = f (0) = 1,  la función es continua en  x = 0.

Veamos si es derivable:

• Si  x ? 0, tenemos que:

f' (x) = 

No existen las derivadas laterales en  x = 0.  Por tanto,  f (x)  no es derivable en
x = 0.

s50 Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:

a) f (x) = 

b) f (x) = 

a) Definimos la función por intervalos:

f (x) = 

Continuidad:

• Si  x ? 0:

Es continua, pues está formada por dos funciones continuas en los intervalos
en los que están definidas.

• Si  x = 0:

f (x) = = 1

f (x) = = 1

f (0) = 1

Por tanto, es una función continua en  Á.

1
1 – x

lím
x 8 0

lím
x 8 0+

1
1 – x

lím
x 8 0

lím
x 8 0–

1
— si  x < 0
1 – x

1
— si  x Ó 0
1 + x
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|x |
x2 – 1

1
1 + |x |

2— si  x < 0 
3

3
√

—
x

–2— si  x > 0 
3

3
√

—
x

°
§
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lím
x 8 0+

lím
x 8 0–

1 + 
3
√x2 x Ì 0

1 – 
3
√x2 x > 0

°
¢
£
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Derivabilidad:

• Si  x ? 0: Es derivable. Además:

f' (x) = 

• En  x = 0:

f' (0–) = 1 ? f' (0+) = –1

No es derivable en  x = 0.

Por tanto, es derivable en  Á – {0}.

b) Definimos la función por intervalos:

f (x) = 

El dominio de la función es  Á – {–1, 1}.  Por tanto, en  x = –1  y en x = 1  la
función no es continua (ni derivable).

Continuidad:

• Si  x ? 0,  x ? –1,  x ? 1:

La función es continua, pues está formada por funciones continuas (en estos
puntos).

• En  x = –1  y en  x = 1:

No es continua, pues no está definida en estos puntos.

• En  x = 0:

f (x) = = 0

f (x) = = 0

f (0) = 0

Por tanto, es una función continua en  Á – {–1, 1}.

Derivabilidad:

• Si  x ? 0,  x ? –1,  x ? 1: Es derivable. Además:

f' (x) = 

x2 + 1
— si  x < 0
(x2 – 1)2

–x2 – 1
— si  x > 0
(x2 – 1)2

°
§
¢
§
£

–x
x2 – 1

lím
x 8 0

lím
x 8 0+

–x
x2 – 1

lím
x 8 0

lím
x 8 0–

–x
— si  x < 0
x2 – 1

x
— si  x Ó 0
x2 – 1

°
§
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1
— si  x < 0
(1 – x)2

–1
— si  x > 0
(1 + x)2

°
§
¢
§
£
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f (x) = f (0).

La función es continua en  x = 0.

lím
x 8 0
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• En  x = –1  y en  x = 1: No es derivable, pues no está definida la función.

• En  x = 0:  f' (0–) = 1 ? f' (0+) = –1.  No es derivable en  x = 0.

Por tanto, es derivable en  Á – {–1, 0, 1}.

51 Prueba la igualdad siguiente:  D arc tg = 

D [arc tg ] = · = =

= = = 

52 Demuestra que la derivada de la función  y = arc tg con  0 Ì x Ì π

es una constante.

☛ Recuerda la fórmula de  tg .

Si  0 Ì x Ì π 8 0 Ì Ì 8 tg = 

Así:  y = arc tg = arc tg (tg ) = 

Por tanto:  y' = 

53 Si  f (x) = x2|x |,  halla  f',  f'' y  f'''.

f (x) = 

Derivando:

f' (x) = 

(En  x = 0,  tenemos que  f' (0–) = f' (0+) = f' (0) = 0).

f'' (x) = 

(En  x = 0,  tenemos que    f'' (0–) = f'' (0+) = f'' (0) = 0).

f''' (x) = 

(En  x = 0  no existe  f''',  puesto que  f''' (0–) = –6 ? f''' (0+) = 6).

–6 si  x < 0

6 si  x > 0
°
¢
£

–6x si  x < 0

6x si  x Ó 0
°
¢
£

–3x2 si  x < 0

3x2 si  x Ó 0

°
¢
£

–x3 si  x < 0

x3 si  x Ó 0

°
¢
£

1
2

x
2

x
2

1 – cos x√ 1 + cos x

1 – cos x√ 1 + cos x
x
2

π
2

x
2

x
2

1 – cos x√ 1 + cos x

2

ex + e–x
(ex + e–x) · 2
(ex + e–x)2

(ex + e–x) · 4
(e2x + e–2x + 2) · 2

ex + e–x

e2x – e–2x – 2(1 + ——) · 2
4

ex + e–x

2
1

e x – e–x
1 + (—)22

ex – e–x

2

2
ex + e–x]ex – e–x

2[
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54 Halla los puntos de derivada nula de la función  y = cos 2x – 2 cos x.

y' = –sen 2x · 2 – 2 · (–sen x) = –2sen 2x + 2 sen x =

= –2 · 2sen x · cos x + 2sen x = 2sen x (–2cos x + 1)

y' = 0   8 2sen x (–2cos x + 1) = 0

sen x = 0   8 x = 0 + k · π

–2cos x + 1 = 0   8 cos x = 
;  con  k é Z

55 Sabes que  = f' (x0).

A partir de esta expresión, justifica la validez de esta otra:

= f' (x0)

Llamando  h = x – x0,  tenemos que:

• Si  h 8 0,  entonces  x 8 x0.

• Además,  x0 + h = x

Por tanto:  f' (x0) = = 

56 Relaciona los siguientes límites con la derivada de las funciones que apare-
cen en ellos:

a) b) c)

a) = g' (a)

b) = f' (0)

c) = f'(2)
f (2 + x) – f (2)

x
lím

x 8 0

f (h) – f (0)
h

lím
h 8 0

g (x) – g (a)
x – a

lím
x 8 a

f (2 + x) – f (2)
x

lím
x 8 0

f(h) – f(0)
h

lím
h 8 0

g(x) – g(a)
x – a

lím
x 8 a

f (x) – f (x0)

x – x0

lím
x 8 x0

f (x0 + h) – f (x0)

h
lím

h 8 0

f (x) – f (x0)

x – x0

lím
x 8 x0

f (x0 + h) – f (x0)

h
lím

h 8 0

CUESTIONES TEÓRICAS

π
x = — + 2πk

3
5π

x = — + 2πk
3

1
2
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s57 Una función polinómica de tercer grado, ¿cuántos puntos de derivada nula
puede tener?

¿Es posible que no tenga ninguno? ¿Es posible que solo tenga uno?

La derivada de una función polinómica de tercer grado es una función polinómica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningún punto con derivada nula.

Por ejemplo:

f (x) = x3 – 3x 8 f' (x) = 3x2 – 3 = 0 Dos puntos

f (x) = x3 8 f' (x) = 3x2 = 0   8 x = 0   8 Un punto

f (x) = x3 + 3x 8 f' (x) = 3x2 + 3 ? 0  para todo  x 8 Ninguno

58 Justifica que una función polinómica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una función polinómica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

59 ¿Puede haber dos funciones que tengan la misma derivada?

Pon ejemplos de funciones cuya derivada sea  f' (x) = 2x.

Sí. Por ejemplo, si  f' (x) = 2x,  podemos considerar:  f (x) = x2 + k,  siendo  k una
constante cualquiera.

60 Demuestra que todas las derivadas de orden par de la función  f (x) = sen 2x
se anulan en el origen de coordenadas.

f I (x) = 2cos 2x

f II (x) = –4sen 2x = –22 · sen 2x

f III (x) = –8cos 2x = –23 · cos 2x

f IV(x) = 16sen 2x = 24 · sen 2x

…

En general, las derivadas de orden par son de la forma:  f (n) (x) = k · sen 2x,  
donde  k es constante.

Por tanto, se anulan todas en  x = 0,  puesto que  sen 0 = 0.  Como  f (0) = 0,  
tenemos que todas las derivadas de orden par de  f (x)  se anulan en el origen de
coordenadas.

°
¢
£

x = 1

x = –1
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61 La función  y = ,  ¿tiene algún punto de derivada nula?

¿Y la función  y = ?

y = 8 Dominio = (–@, 0] « [4, +@)

y' = = = 0   8 x = 2

Pero  x = 2  no pertenece al dominio de definición de la función. Por tanto, no 
tiene ningún punto de derivada nula.

Para la otra función:

y = 8 Dominio = [0, 4]

y' = = = 0   8 x = 2  (Sí pertenece al dominio)

La derivada se anula en  x = 2.

62 Sean  f y  g dos funciones derivables en  Á,  tales que:

f (0) = 5;  f' (0) = 6;  f' (1) = 3

g (0) = 1;  g' (0) = 4;  g' (5) = 2

Prueba que  f ° g y  g ° f tienen la misma derivada en  x = 0.

Aplicamos la regla de la cadena:

( f ° g)' (0) = f' (g (0)) · g' (0) = f' (1) · g' (0) = 3 · 4 = 12

( g ° f )' (0) = g' ( f (0)) · f' (0) = g' (5) · f' (0) = 2 · 6 = 12

63 Dada  y = sen x,  halla un punto en el intervalo  0, en el que la tangente

sea paralela a la cuerda que pasa por (0, 0) y , 1 .

La cuerda que pasa por (0, 0) y ( , 1) tiene pendiente:  m = = .

Tenemos que hallar un punto del intervalo (0, ) en el que la derivada de la 

función sea igual a :

y' = cos x = 

x é (0, )π
2

2
π

2
π

π
2

2
π

1
π/2

π
2

)π
2(

)π
2(

PARA PROFUNDIZAR

2 – x

√4x – x2

4 – 2x

2√4x – x2

√4x – x2

x – 2

√x2 – 4x

2x – 4

2√x2 – 4x

√x2 – 4x

√4x – x2

√x2 – 4x
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64 Prueba, utilizando la definición de derivada, que la función:

f (x) = (1 – x) 

es derivable en  x = 1  y no lo es en  x = –1.

f ' (1) = =
(1)

=

= (– ) = 0 = f ' (1)

(1)  

f ' (–1) = =
(2)

=

= (2 – h) = (2 – h) =

= 8 no existe  f ' (–1)

(2) 

s65 f (x) = 

¿Hay algún valor de  k para el cual  f (x)  sea continua en  x = 0?

Continuidad: Debe cumplirse que  f (x) = f (0).

f (x) = ( + 2) = 1 + 2 = 3

f (0) = k

La función será continua en  x = 0  si  k = 3.

66 Halla la derivada n-ésima de las funciones siguientes:

a) y = eax b) y = c) y = ln (1 + x)

a) y' = a eax;  y'' = a2 eax;  y''' = a3 eax;  …  yn) = an eax

Lo demostramos por inducción: (para  n = 1, 2, 3  se cumple).

1
x

sen x
x

lím
x 8 0

lím
x 8 0

lím
x 8 0

sen x
x

+ 2 si  x ? 0

k si  x = 0

°
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f (–1 + h) = (1 + 1 + h)√1 – (–1 + h)2 = (2 + h) √
—
2h – h2

f (–1) = (1 + 1) √1 – (–1)2 = 0

°
¢
£

2√2
0

(2 – h)√ h
lím

h 8 0)2h – h2√ h2(lím
h 8 0

(2 – h)√2h – h2 – 0
h

lím
h 8 0

f (–1 + h) – f (–1)
h

lím
h 8 0

f (1 + h) = (1 – 1 – h) √1 – (1 + h)2

f (1) = 0

°
¢
£

√1 – (1 + h)2lím
h 8 0

–h√1 – (1 + h)2

h
lím

h 8 0

f (1 + h) – f (1)
h

lím
h 8 0

√1 – x2
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Si  yn – 1) = an – 1 eax,  derivando obtenemos:  yn) = a · an – 1 eax = an eax,  
como queríamos demostrar.

b) y' = ;  y'' = ;  y''' = ; …  yn) = 

Lo demostramos por inducción: (para  n = 1, 2, 3  se cumple).

Si  yn – 1) = ,  derivando obtenemos:

yn) = = ,  como queríamos demostrar.

c) y' = ;  y'' = ;  y''' = ; …  yn) = 

Lo probamos por inducción: (para  n = 1, 2, 3  se cumple).

Si  yn – 1) = ,  derivando, obtenemos:

yn) = = ,  como queríamos 

demostrar.

67 Considera la función:

f (x) = 

siendo  n un número natural.

a) Demuestra que  f es derivable en  x = 0  para  n = 2.

b)Demuestra que  f no es derivable en  x = 0  para  n = 1.

a) f' (0) = = = h sen =
(*) 

0

(*) Tenemos en cuenta que  –1 Ì sen Ì 1.

Por tanto,  f es derivable en  x = 0  para  n = 2.

b) f' (0) = = = sen 

Este límite no existe (el valor de  sen va oscilando entre –1 y 1).

Por tanto,  f no es derivable en  x = 0  para  n = 1.

)1
h(

)1
h(lím

h 8 0

h sen (1/h) – 0
h

lím
h 8 0

f (0 + h) – f (0)
h

lím
h 8 0

)1
h(

)1
h(lím

h 8 0

h2 sen (1/h) – 0
h

lím
h 8 0

f (0 + h) – f (0)
h

lím
h 8 0

xn sen (1/x) si  x ? 0

0 si  x = 0

°
¢
£

(–1)n – 1 (n – 1)!
(1 + x)n

(–1)n – 2 · (n – 2)! (–1)(n – 1)
(1 + x)n

(–1)n – 2 (n – 2)!
(1 + x)n – 1

(–1)n – 1 (n – 1)!
(1 + x)n

2
(1 + x)3

–1
(1 + x)2

1
1 + x

(–1)n n!
xn + 1

(–1)n – 1 · (n – 1)! (–1) · n
xn + 1

(–1)n – 1 (n – 1)!
xn

(–1)n n!
xn + 1

–6
x4

2
x3

–1
x2
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68 Prueba que existe un punto de la curva:

f (x) = ex + arc tg x

cuya tangente (en ese punto) es paralela a la recta  y = 3x + 2.

☛ Aplica el teorema de Bolzano a la función  g(x) = f' (x) – 3.

La pendiente de la recta  y = 3x + 2  es  m = 3.

Tenemos que probar que existe un punto de la curva  f (x)  tal que  f' (x) = 3.

f' (x) = e x + = 3

Consideramos la función  g (x) = f' (x) – 3;  es decir:

g (x) = e x + – 3

g (0) = –1 < 0

Tenemos que: g (1) = e – ≈ 0,22 > 0

g (x)  es una función continua en [0, 1]

Aplicando el teorema de Bolzano, sabemos que existe un punto  c é (0, 1)  tal
que  g (c) = 0.  Es decir,  f' (c) – 3 = 0;  o bien  f' (c) = 3,  como queríamos probar.

69 Comprueba en cada caso que  f (x)  verifica la ecuación indicada:

a) f (x) = ex sen x b) f (x) = ln

f'' (x) – 2 f' (x) + 2 f (x) = 0 x f' (x) + 1 = e f (x)

a) f' (x) = ex sen x + ex cos x

f'' (x) = ex sen x + ex cos x + ex cos x – ex sen x = 2ex cos x

f'' (x) – 2f' (x) + 2f (x) = 2ex cos x – 2ex sen x – 2ex cos x + 2ex sen x = 0

Por tanto:  f'' (x) – 2f' (x) + 2f (x) = 0

De otra forma:

f' (x) = e x sen x + e x cos x = f (x) + e x cos x

f'' (x) = f' (x) + e x cos x – e x sen x =

= f' (x) + e x cos x – e x sen x + e x sen x – e x sen x =

= f' (x) + (e x sen x + e x cos x) – 2e x sen x =

= f' (x) + f' (x) – 2f (x) = 2f' (x) – 2f (x)

Por tanto:  f'' (x) – 2f' (x) + 2f (x) = 0

1
x + 1

5
2

1
1 + x2

1
1 + x2
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b) f (x) = ln 1 – ln (x + 1) = –ln (x + 1)

f' (x) = 

x f' (x) + 1 = + 1 = = = e
ln ( )

= e f (x)

Por tanto:  x f' (x) + 1 = e f (x)

s70 Una persona camina, a la velocidad constante de 3 m/s, alejándose hori-
zontalmente en línea recta desde la base de un farol cuyo foco luminoso está
a 10 m de altura.

Sabiendo que la persona mide 1,70 m, calcula:

a) La longitud de la sombra cuando la persona está a 5 m de la base del farol.

b)La velocidad de crecimiento de la sombra a los  t segundos de comenzar
a caminar.

a)

Sea  s la longitud de la sombra. Por semejanza de triángulos:

= 8 10s = 1,7(5 + s)  8 10s = 8,5 + 1,7s 8

8 8,3s = 8,5  8 s = 1,024 m

La sombra mide 1,024 metros.

b) El espacio recorrido a los  t segundos es  3t.

Veamos cómo varía la sombra:

= 8 10s = 5,1t + 1,7s 8 8,3s = 5,1t 8 s = 

Esta es la función que nos da la longitud de la sombra según el tiempo trans
currido desde que se empieza a caminar.

La velocidad de crecimiento de la sombra será la derivada de  s respecto de  t :

s' = = 0,614 m/s
5,1
8,3

5,1t
8,3

1,7
s

10
3t + s

1,7
s

10
5 + s

1
x + 11

x + 1
–x + x + 1

x + 1
–x

x + 1

–1
x + 1
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71 Un avión vuela horizontalmente a 6 km de altura. La ruta del avión pasa por
la vertical de un punto  P y se sabe que, en el instante en que la distancia del
avión a  P es 10 km, dicha distancia aumenta a razón de 6 km/minuto.

Halla la velocidad del avión, que supondremos constante.

Pasos:

a) Expresa  d en función de  x:

b) Obtén la expresión de la velocidad de alejamiento de  P,  d'(t),  en fun-
ción de  x y de  x'(t).

c) Despeja  x'(t0)  siendo  t0 el instante al que se refiere el enunciado y, por
tanto, para el que conocemos algunos datos numéricos.  x'(t0) es la velo-
cidad del avión en ese instante y, por tanto, su velocidad constante.

a) d = 

b) d (t ) = 

La velocidad es la derivada de  d (t ):

d' (t) = = 

c) Como  d = 8 10 = 8 x2 = 64 

En  t = t0,  d (t0) = 10 km,  d' (t0) = 6 km/min  y  x (t0) = 8 km

x' (t0) = = = = 7,5 km/min

El avión va a 7,5 km/min; es decir, a 450 km/h.

60
8

6√82 + 36
8

d' (t0)√(x (t0))
2 + 36

x (t0)

x = 8

x = –8  (no vale)
√x2 + 36√x2 + 36

x (t ) · x' (t )

√(x (t ))2 + 36

2x (t ) x' (t )

2√(x (t ))2 + 36

√(x (t ))2 + 36

√x2 + 36

P

d(t)

x(t)

v = constante

6 km
6 km

8 km

10 
km

x
P

d 6
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AUTOEVALUACIÓN

1. Halla la función derivada de las siguientes funciones:

a) y = (2x + 2) b)y = arc tg c) y = ln (ln x)2

d)y = e) y = (tg x)1 – x f) x2 + y2 – xy = 0

a) y' = 2 + (2x + 2) · = 2 + =

= = 

b) y' = = = = 

c) Aplicando las propiedades de los logaritmos:

y = ln (ln x)2 = 2 ln (ln x)  8 y' = 2 · = 2 = 

d) Expresando la raíz como potencia:

y = = 2 8 y' = D · 2 · ln 2 = · 2

e) Aplicamos la derivación logarítmica:

ln y = (1 – x) ln (tg x)  8 = –ln (tg x) + (1 – x) 8

8 = –ln (tg x) + (1 – x) 8

8 y' = –ln (tg x) + (tg x)1 – x =

= – (tg x)1 – x ln (tg x) + (1 – x)(1 – tg2 x) (tg x)–x

f) Derivamos implícitamente:

x2 + y2 – xy = 0  8 2x + 2yy' – y – xy' = 0  8 (2y – x)y' =

= y – 2x 8 y' = 
y – 2x
2y – x

](1 – x)(1 + tg2 x)
tg x[

1 + tg2 x
tg x

y'
y

D (tg x)
tg x

y'
y

x – 1
3ln 2

3

x – 1
3)x – 1

3(
x – 1

33√2x – 1

2
x ln x

1/x
ln x

D (ln x)
ln x

–3
x2 + 9

–6
2x2 + 18

–6
—
(x – 3)2

(x – 3)2 + (x + 3)2
———

(x – 3)2

x + 3
D (—)x – 3

x + 3
1 + (—)2x – 3

3x – 1

√x – 1

2(x – 1) + x + 1

√x – 1

x + 1

√x – 1
√x – 1

1

2√
—
x – 1

√x – 1

3√2x – 1

x + 3
x – 3

√x – 1
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2. Aplica la definición de derivada para hallar  f '(x)  siendo  f(x) = .

f (x) = 

f (x + h) – f (x) = – = = 

f ' (x) = = = = 

3. Dada la función  f(x) = x |x |,  defínela por intervalos y halla:

a) f '(x) b) f ''(x)

Representa  f '(x)  y  f ''(x).

f (x) = x |x | = 

a) f ' (x) = 

Como  f ' (0–) = f ' (0+) = 0,  la función es derivable en  x = 0.

b) f '' (x) = 

No existe  f '' (0),  ya que  f '' (0–) = –2 ? 2 = f '' (0+)

4. Estudia la derivabilidad de la función  f (x) = 1 – y calcula  f' (1).

f' (x) = 

f (x)  es una función continua en  Á.

f (x)  es derivable en  Á – {0}  (en  x = 0  no existe la derivada).

f' (1) = –2
3

–2
3 3

√x

3
√x2

f ''
f '2

1

–2 si  x < 0

2 si  x > 0
°
¢
£

–2x si  x < 0

2x si  x > 0
°
¢
£

–x2 si  x < 0

x2 si  x Ó 0

°
¢
£

–2
x3

–2x
x4

–2xh – h2

x2 (x + h)2h
lím

h 8 0

f (x + h) – f (x)
h

lím
h 8 0

–2xh – h2

x2 (x + h)2
x2 – (x + h)2

(x + h)2 · x2
1
x2

1
(x + h)2

1
x2

1
x2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivación 49

9UNIDAD



5. Estudia la continuidad y la derivabilidad de:

f (x) = 

¿Existe algún punto en el que  f' (x) = 0? Represéntala gráficamente.

Continuidad:

• En  x ? 1: La función es continua, pues está formada por dos polinomios.

• En  x = 1:

f (x) = (x2 + 2x – 1) = 2

f (x) = (x + 1) = 2

f (1) = 2

La función es continua en todo  Á.

Derivabilidad:

• Si  x ? 1: La función es derivable. Además:

f' (x) = 

• En  x = 1:

f' (1–) = 4 ≠ f' (1+) = 1

La función no es derivable en  x = 1.

Por tanto, la función es derivable en  Á – {1}.

Puntos en los que  f' (x) = 0:

f' (x) = 2x + 2  si  x < 1

2x + 2 = 0   8 x = –1

f' (x) = 1  si  x > 1   8 f' (x) ? 0  si  x > 1

Por tanto, la derivada se anula en  x = –1.

Gráfica de  f (x):

1

–1

–1 1

2

2x + 2 si  x < 1

1 si  x > 1
°
¢
£

lím
x 8 1

lím
x 8 1+

lím
x 8 1

lím
x 8 1–

x2 + 2x – 1 si  x Ì 1

x + 1 si  x > 1

°
¢
£
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f (x) = f (1).

Por tanto, la función es continua en  x = 1.

lím
x 8 1

°
§
§
¢
§
§
£



6. Halla  a y  b para que  f (x)  sea continua:

f (x) = 

Para los valores de  a y  b obtenidos, estudia la derivabilidad de  f.

• Si  x ? –1  y  x ? 0: La función es continua, pues está formada por polinomios.

• En  x = –1:

f (x) = (2x + a) = –2 + a

f (x) = (ax + b) = –a + b

f (–1) = –a + b

• En  x = 0:

f (x) = (ax + b) = b

f (x) = (3x2 + 2) = 2

f (0) = 2

Por tanto,  f (x)  será continua si  a = 2  y  b = 2.

Para estos valores, queda:

f (x) = ;  es decir:  f (x) = 

Derivabilidad:

• Si  x ? 0: Es derivable. Además:

f' (x) = 

• En  x = 0:

f' (0–) = 2 ? f' (0+) = 0

La función no es derivable en  x = 0.

Por tanto, es derivable en  Á – {0}.

2 si  x < 0

6x si  x > 0
°
¢
£

2x + 2 si  x < 0

3x2 + 2 si  x Ì 0
°
¢
£

2x + 2 si  x < –1

2x + 2 si  –1 Ì x < 0

3x2 + 2 si  0 Ì x

°
§
¢
§
£

lím
x 8 0

lím
x 8 0+

lím
x 8 0

lím
x 8 0–

lím
x 8 –1

lím
x 8 –1+

lím
x 8 –1

lím
x 8 –1–

2x + a si  x < –1

ax + b si  –1 Ì x < 0

3x2 + 2 si  0 Ì x

°
§
¢
§
£
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Para que sea continua, ha de ser 
–2 + a = –a + b;  es decir:  b = 2a – 2.

°
§
§
¢
§
§
£

Para que sea continua, ha de ser  b = 2.

°
§
§
¢
§
§
£



7. Observando la gráfica de esta función  f,  estudia su derivabilidad. Halla si
existen  f '(–4),  f '(0),  f '(3).

• f es discontinua en  x = 1.  Por tanto, no es derivable en  x = 1.

En  x = –2  observamos que  f ' (–2–) ? f ' (–2+):  tampoco es derivable.

Luego  f es derivable en  Á – {–2, 1}

• f ' (–4) = 0  porque en ese punto la función es constante.

f ' (0) = 0  porque en  x = 0  la tangente es horizontal.

f ' (3) = –1  porque –1  es la pendiente de la recta que pasa por (1, 2) y (3, 0):  

m = = –1
2 – 0
1 – 3

2

2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivación52



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice




